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В статье изучается задача оптимального управления процессами, описывае-
мые дискретно-непрерывными системами типа Россера. При предположении выпукло-
сти области управления получено необходимое условие оптимальности первого порядка 
в форме линеаризованного условия максимума. Изучен случай квазиособых управлений. 

 
Ключевые слова: дискретно-непрерывная система типа Россера, специальное 

приращение функционала, аналог уравнения в вариациях, необходимое условие опти-
мальности второго порядка, квазиособое управление, линеаризованный принцип макси-
мума. 

 
Дискретно-непрерывная система уравнений типа Россера была 

введена в рассмотрение в работах [1, 2] и др. Т.Качзореком. Заметим, что 
дискретно-непрерывные задачи оптимального управления типа Россера 
имеют большое прикладное значение (см. напр. [1-3]). 

В предлагаемой работе изучается одна задача оптимального уп-
равления дискретно-непрерывными системами типа Россера. Выводятся 
необходимые условия оптимальности первого и второго порядков в слу-
чае выпуклости области управления. 

Постановка задачи. Пусть управляемый процесс описывается 
следующей системой нелинейных уравнений, представляющий собой 
«смесь» дифференциальных и разностных уравнений 

( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtzt ,,,,,, = ,  [ ]10 , ttTt =∈ ,  ,...,,1, 100 xxxx +=    (2.1) 
              ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxty ,,,,,1, =+ ,  Tt∈ ,  1...,,1, 100 −+= xxxx ,       
с краевыми условиями 
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( ) ( ),,0 xaxtz =   ,...,,1, 100 xxxx +=                                    (2.2) 
                  ( ) ( ),, 0 tbxty =    [ ]10 ,ttTt =∈ . 
Здесь  ( )yzxtf ,,, , ( )( )yzxtg ,,,  − заданная n ( )m -мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 
производными по ( )yz,  до второго порядка включительно, ( )tb  − задан-
ная m -мерная непрерывная вектор-функция, ( )xa  − n -мерная дискретная 
вектор-функция являющаяся решением задачи 

         ( ) ( ) ( )( )xuxaxFxa ,,1 =+ ,       { }1...,,1, 100 −+=∈ xxxXx , 
( ) 00 axa = ,                                                         (2.3) 

где ( )uaxF ,,  − заданная n -мерная вектор-функция непрерывная по сово-
купности переменных вместе с частными производными по ( )ua,  до вто-
рого порядка включительно, 0a  − задан, а ( )xu  − r -мерный вектор управ-
ляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограничен-
ного и выпуклого множества U , т.е. 

( ) rRUxu ⊂∈ ,    Xx∈ .                                    (2.4)  
Такие управляющие функции назовем допустимыми управления-

ми. 
Задача заключается в минимизации функционала 

( ) ( )( ) ( )( )∫∑ +=
−

=

1

0

1

0

12

1

11 ,,,,
t

t

x

xx
dtxtytxtzxuS ϕϕ ,                          (2.5) 

определенного на решениях системы (2.1)-(2.3) порожденных всевозмож-
ными допустимыми управлениями. 

Здесь ( )zx,1ϕ  ( )( )yt,2ϕ  − заданная скалярная функция непрерывная 
по совокупности переменных вместе с частными производными по z ( )y  
до второго порядка включительно. 

Допустимое управление ( )xu , доставляющий минимум функцио-
налу (2.5), при ограничениях (2.1)-(2.4) назовем оптимальным управлени-
ем, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxu ,,,,,  − оптимальным 
процессом. 

Вычисления специального приращения функционала качества 
и аналог линеаризованного условия максимума. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxu ,,,,,  
фиксированный допустимый процесс. В силу выпуклости области управ-
ления U  специальное приращение допустимого управления ( )xu  можно 
определить по формуле 

( ) ( ) ( )( )xuxvxu −=∆ εε ,    1...,,1, 100 −+= xxxx .                     (3.1) 
Здесь [ ]1,0∈ε  произвольное число, а ( ) Uxv ∈ , 1...,,1, 100 −+= xxxx  

произвольная r - мерная вектор-функция. 
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Через ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz εεε ∆∆∆ ,,,,  обозначим, специальное прираще-
ние состояния ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz ,,,,  и введем следующие обозначения: 

                         ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtf zz ,,,,,, ≡ , 
                         ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtf yy ,,,,,, ≡ , 
                          ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxtg zz ,,,,,, ≡ , 
                          ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxtg yy ,,,,,, ≡ , 
                             ( ) ( ) ( )( )xuxaxFxF aa ,,≡ , 
                             ( ) ( ) ( )( )xuxaxFxF uu ,,≡ . 
Имеет место 
Лемма 3.1. Для специального приращения ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz εεε ∆∆∆ ,,,,  

вектора состояния ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz ,,,,  справедливы следующие разложе-
ния 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








+=∆

+=∆

+=∆

.;

,,;,,

,,;,,

xxxa

xtxtmxty

xtxtxtz

εοαε

εοε

εοε

ε

ε

ε 

                                 (3.2) 

Здесь ( ) ( ) ( )( )xxtmxt α,,,,  − допустимая вариация вектора состоя-
ния, являющаяся решением системы уравнений (аналог уравнения в ва-
риациях) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtmxtfxtxtfxt yzt ,,,,, +=  ,                         (3.3) 
                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtmxtgxtxtgxtm yz ,,,,1, +=+  , 

( ) ( )xxt α=,0 ,    100 ...,,1, xxxx += ,  ( ) 0, 0 =xtm ,  Tt∈ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xuxvxFxxFt uu −+=+ αα 1 ,                       (3.4) 

                                       ( ) 00 =xα . 
Систему (3.3)-(3.4) назовем аналогом уравнения в вариациях в 

случае выпуклости области управления U . 
Учитывая (3.2) вычислим специальное приращение функционала 

качества, используя формулу Тейлора: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]+−∆+=−∆+ ∑
−

=

1

11111

1

0

,,,,,
x

xx
xtzxxtzxtzxuSuuS ϕϕ εε  

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )



+

∂
∂′+

∂
′∂

+

+
∂

′∂
=−∆++

∑∫

∑∫
−

=

−

=

1

12
11

2

1

2

1
12

1

1
11

12112

1

0

1

0

1

0

1

0

,,,,
2

,,,

,,,,,,,,

x

xx

t

t

x

xx

t

t

xt
z

xtzxxtdtxtm
y

xtyt

xt
z

xtzxdtxtytxtyxtyt





ϕεϕ
ε

ϕ
εϕϕ ε
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( ) ( )( ) ( ) ( ).,,,, 2
12

12
2

1

1

0

εο
ϕ

+






∂
∂′+ ∫

t

t

dtxtm
y

xtytxtm                   (3.5) 

Пусть ( )xtp ,1 , ( )xtp ,2 , ( )xψ  пока неизвестные вектор функции со-
ответствующих размерностей. В дальнейшем, особо не отмечая, будем 
использовать следующего типа обозначения:  

              ( ) ( ) ( )yzxtgpyzxtfpppyzxtH ,,,,,,,,,,, 21 ′+′= , 
( ) ( )uaxFuaxM ,,,,, ψψ ′= ,       ( ) ( ) ( ) ( )( )xxuxaxMxM aa ψ,,,= , 
( ) ( ) ( ) ( )( )xxuxaxMxM aaaa ψ,,,= ,   ( ) ( ) ( ) ( )( )xxuxaxMxM uaua ψ,,,= , 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH zz ,,,,,,,,,, 21= , 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH yy ,,,,,,,,,, 21= , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH zzzz ,,,,,,,,,, 21= , 
             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH zyzy ,,,,,,,,,, 21= , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH yzyz ,,,,,,,,,, 21= , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtpxtyxtzxtHxtH yyyy ,,,,,,,,,, 21= . 
С учетом (3.3)-(3.4), и введенных обозначений, разложение (3.5) 

представляется в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +






∂
∂′





+
∂

∂′+

+






∂
′∂

+




∂
′∂

=−∆+

∫∑

∫∑

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

1

0

12
12

2

1

1

12
11

2

1

2

1
12

1

1
11

,,,,,,,,
2

,,,,,,

t

t

x

xx

t

t

x

xx

dtxtm
y

xtytxtmxt
z

xtzxxt

dtxtm
y

xtytxt
z

xtzxuSuuS

ϕϕε

ϕϕεε





 

( ) ( ) ( ) ( )−′−′+ ∑∑
−

=

−

=

1

00

1

11
0

1

0

,,,,
x

xx

x

xx
xtxtpxtxtp  εε                       (3.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) +−′+−′−

−−′+′+

+′+′+′−

−+−′−

∫∑∫

∫

∑∫

∫∑∫∑
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−

=

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1
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,,,,,,,,,
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dtxtmxtqdtxtmxtHxtm
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
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−′+−′−−′+ ∑
−

=

1

0011

1

0

111
x

xx
xxxxxx αψεαψεαψε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).2

2

2

1211 1

0

1

0

1

0

εοα

ααεεαε

+
−′−+′−+

+′−−′−′− ∑∑∑
−

=

−

=

−

=

xuxvxMxuxvxxMxuxv

xxMxxuxvxMxxM

vvva

x

xx
aa

x

xx
v

x

xx
a

 

Если предполагать, что ( ) ( ) ( )( )xxtqxtp ψ,,,,  является решением сис-
темы уравнений 

( ) ( )
z

xtHxtpt ∂
∂

−=
,, ,                                           (3.7) 

                                 ( ) ( )
y

xtHxtq
∂

∂
=−

,1, , 

( ) ( )( )
z

xtzxxtp
∂

∂
−=

,,, 11
1

ϕ ,                                     (3.8) 

                                     ( ) ( )( )
y

xtytxtq
∂

∂
−=− 12

1
,,1, ϕ , 

 ( ) ( ) ( )xtp
a

xMx ,1 0+
∂

∂
=−ψ ,                                    (3.9) 

  ( ) 011 =−xψ ,                                                (3.10) 
то разложение (3.6) примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )+′+′+′

−
∂

∂′




+
∂

∂′+

+−′−=−∆+

∑∫

∫∑

∑

−

=

−

=

−

=

xtxtHxtmxtmxtHxtxtxtHxt

dtxtm
y

xtytxtmxt
z

xtzxxt

xuxvxMuSuuS

yz

x

xx

t

t
zyzz

t

t

x

xx

x

xx
v

,,,,,,,,,

,,,,,,,,
2

1

12
12

2

1

1

12
11

2

1

2

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0




ϕϕε

εε

 

( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).

2,,,

2

11

0

εοα

αα

+



−′−+×


 ×′−+−′+ ∑

−

=

xuxvxMxuxvxxM

xuxvxxMxdtxtmxtHxtm

vvva

x

xx
aayy

(3.11) 

Отсюда в силу выпуклости области управления получаем, что, ес-
ли процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxv ,,,,,  оптимален, то вдоль него для всех 
( ) Uxv ∈ , Xx∈  выполняется соотношение 
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( ) ( ) ( )( ) 0
11

0

≤−′∑
−

=

x

xx
u xuxvxM .                                         (3.12) 

Теорема 3.1. Для оптимальности допустимого управления ( )xu  
необходимо, чтобы соотношение (3.11) выполнялось для всех ( ) Uxv ∈ , 

Xx∈ . 
Соотношение (3.12) есть аналог линеаризованного условия макси-

мума в рассматриваемой задаче. 
Линеаризованное условие оптимальности (3.11) является необхо-

димым условием оптимальности первого порядка. Но это условие опти-
мальности часто вырождается. 

Определение 3.1. Если для всех ( ) Uxv ∈ , Xx∈  

( ) ( ) ( )( ) 0
11

0

=−′∑
−

=

x

xx
u xuxvxM ,                                       (3.13) 

то допустимое управление ( )xu  назовем квазиособым управлением. 
Из разложения (3.11) следует, что для оптимальности квазиособого 

управления ( )xu  необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ,0

2,,,

,,,,,,

,,,,,,,,

1

1

12
12

2

1

1

12
11

2

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

≥
−′−+×


 ×′−+′−′+

+′+′−

−
∂

∂′+
∂

∂′

∑

∑∫

∫∑

−

=

−

=

−

=

xuxvxMxuxvxxM

xuxvxxMxdtxtxtHxtm

xtmxtHxtxtxtHxt

dtxtm
y

xtytxtmxt
z

xtzxxt

vvva

x

xx
aayz

x

xx

t

t
zyzz

t

t

x

xx

α

αα

ϕϕ







(3.14) 

выполнялось для всех ( ) Uxv ∈ , Xx∈ . 
Неравенство (3.14) является неявным необходимым условием оп-

тимальности второго порядка для квазиособых управлений. 
Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности второго 

порядка для квазиособых управлений. 
Необходимые условия оптимальности квазиособых управле-

ний. Используя результаты работ [9-11] запишем представление решения 
задач (3.3), (3.4). 

Пусть ( )sxtVij ,;, τ , 2,1, =ji   матричные функции, удовлетворяю-
щие соотношениям 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV
zz ,,;,,,;,,;,

1211
11 ττττ

τ
τ

−−=
∂

∂ , 
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             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV yy ,,;,,,;,1,;, 121111 τττττ +=− , 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtV
s

sxtV
zz ,,;,,,;,,;,

2221
21 τττττ

−−=
∂

∂ , 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV yy ,,;,,,;,1,;, 222122 τττττ +=− , 
                               ( ) 0,;,11 =stxtV ,      20 −≤≤ xsx , 
                                   ( ) 111 1,;, ExtxtV =− , 
                               ( ) 01,;,12 =−xxtV τ ,     [ ]tt ,0∈τ , 
                              ( ) 0,;,21 =stxtV ,     10 −≤≤ xsx , 
                                         ( ) 222 1,;, ExxtV =−τ , 
  ( 1E , 2E  − единичные матрицы соответствующих размерностей). 
Тогда как показано в [9] имеет место представление 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

+++=
1

011011
0

,;1,,;1,,
x

xs
sstxtVxxtxtVxt αα ,      (4.1) 

( ) ( ) ( )∑
−

= ∂
+∂

=
1

011

0

,;1,,
x

xs
s

t
stxtVxtm α .                        (4.2) 

Далее через ( )sx,Φ  обозначим решение задачи 
                                    ( ) ( ) ( )sFsxsx a,1, Φ=−Φ ,  
                                          ( ) 11, Exx =−Φ . 
Тогда решение задачи (3.4) допускает (см. напр. [10, 11]) представ-

ление 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
−

=

−Φ=
1

0

,
x

xs
a susvsFsxxα .                       (4.3) 

Займемся преобразованием представлений (4.1), (4.2) с учетом 
(4.3). Имеем [9]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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∑ ∑

∑∑ ∑
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−
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−

=

−

=

−

=
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




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Φ++Φ+=

=−







Φ++−Φ×

×+=







−Φ++

+−Φ+=

x

xs
a

x

s

x

xs
a
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Полагая 
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     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−
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Φ++Φ+=
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x

s
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τ
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последнее представление записывается в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,
1

1
0

∑
−

=

−=
x

xs
a susvsFsxtLxt                        (4.4) 

Далее 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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∂
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∂
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          (4.5) 

Положим 

                           ( ) ( ) ( )∑
−

+=

Φ
∂

∂
=

1

1

021
2 ,,;,,,

x

s
s

t
txtVsxtL

τ
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Тогда представление (4.5) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,
1

2
0

∑
−

=

−=
x

xs
a susvsFsxtLxtm                  (4.6) 

Используя представления (4.3), (4.4), (4.6), по схеме, например, ра-
бот [6-8, 11], доказывается справедливость тождеств 
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Введем матричную функцию ( )sK ,τ  посредством формулы 
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Принимая во внимание вышеприведенные тождества и учитывая 
обозначение (4.7), неравенство (3.10) преобразуется к виду 
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      (4.8) 

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 4.1. Для оптимальности квазиособого управления ( )xu  

необходимо, чтобы неравенство (4.8) выполнялось для всех ( ) Uxv ∈ , 
Xx∈ . 

Приведем более легко проверяемое необходимое условие опти-
мальности второго порядка для квазиособых управлений. 

Теорема 4.2. Для оптимальности квазиособого управления ( )xu  
необходимо, чтобы неравенство  

             ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) 0, ≤−+′′− ξξξξξξξ uwMFKFuw vvvv , 
выполнялось для всех Uw∈  и X∈ξ . 
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ROSSER TİPLİ DİSKRET-KƏSİLMƏZ OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ 
KVAZİMƏXSUSİ İDARƏLƏRİN TƏDQİQİ 

 
A.Y.CABBAROVA, K.B.MƏNSİMOV 

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə diferensial və fərq tənliklər sisteminin küllüsü ilə təsvir olunan və başlanğıc şərtin 
köməyilə idarə olunan bir diskret-kəsilməz optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq 
üçün birinci tərtib (xəttiləşdirilmiş maksimum şərti) və ikinci tərtib (kvaziməxsusi halda) zəruri 
şərtlər alınmışdır. 
 
 Açar sözlər: Rosser tipli diskret-kəsilməz sistem, funksionalın xüsusi artımı, varia-
siyalı tənliyin analoqu, optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərt, kvaziməxsusi idarə, xəttiləş-
dirilmiş maksimum prinsipi. 
 
 

INVESTIGATION OF QUASISINGULAR CONTROLS ON ONE ROESSER  
TYPE CONTINUOUS -DISCRETE CONTROL PROBLEM 

 
A.Y.JABBAROVA, K.B.MANSIMOV 

 
SUMMARY 

 
A continuous-discrete control problem described by a system of difference-differential 

equations and controlled by the initial condition is considered. First and second order necessary 
optimality conditions are obtained. 

 
Key words: Roesser type discrete-continuous system, special variation functional, 

analogues, variation, equation, second order necessary optimality condition, quasisingular 
control, linearized maximum principle.   
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